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Das Verstandnis einer grossen Menge von Chips

Constance Kamii (1989, S. 26-28)

Ubersetzung und Kommentare: Stefan Meyer, Schulpsychologischer Dienst des Kantons Solothurn,
1994 sowie HfH 2018. Mit Anmerkungen zu einer Untersuchung von Brugger, Sidler & Meyer (2007) und

kritischen pddagogischen Kommentaren.

Auch diese Untersuchung (Kamii, 1986) zeigt den stufenweisen Aufbau des Zehnersystems im Zeitraum
der zweiten bis flinften Klasse. Ich interviewte hundert Genfer Kinder der ersten bis fliinften Klasse. Sie besuchten
die Volksschule in einer Gegend, in der vor allem die untere Mittelschicht wohnte. Die Anzahl der Kinder

betrug auf jeder Klassenstufe zwanzig, das war immer die ganze Klasse.
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Abbildung 1: Grundmenge, Zuteilung der Teilmengen (eingefiigt v. Ubers.)
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Ich verwendete zweihundert identische Plastik-Chips fiir die Einzelinterviews. Ich sagte den Kindern: "Ich
habe einige Chips unter meiner Mappe versteckt und ich zeige dir diese Chips einen sehr kurzen Moment lang.

Dieser Moment ist zu kurz, als dass die Chips gezahlt werden kénnen."

Ich zeige die Chips wahrend drei Sekunden. Dann sagte ich dem Kind: "Schreib die geschatzte Zahl auf, bevor

du sie zahlst".

Die Erstklassler bekamen siebzig bis achtzig Chips zu sehen, die dlteren Kinder achtundneunzig bis
hundertzwanzig. (Die Anzahl anderte sich von Kind zu Kind, damit der gegenseitigen Information in der
Klasse zuvorgekommen werden konnte.).

Wenn das Kind die geschatzte Zahl aufgeschrieben hatte, fragte ich es: "Zahle die Chips, damit du
herausfindest, wie nahe die geschatzte Anzahl war."

Dann bat ich das Kind, seine Augen zu schliessen, damit ich einige Chips unter meiner Hand verstecken
konnte.

Damit herausgefunden werden konnte, wie viele Chips ich versteckt hatte, bat ich das Kind, die

restlichen Chips auf dem Tisch zu zahlen, diesmal allerdings in Zehnerschritten.

Die erste Aufforderung zum Zahlen diente dem Zweck der Beobachtung, wie die Kinder eine grosse

Anzahl von Chips spontan zahlten.

Die zweite Aufforderung sollte beobachtbar machen, wie die Kinder in Zehnern zéhlten.

Alle Erstklassler und die meisten der andern zahlten die grosse Menge der Chips spontan in Einerschritten. Das
spontane Zahlen in Zehnerschritten, indem das Ganze in Zehnerhaufen eingeteilt worden war, erschien
das erste Mal in der vierten Klasse, nur bei vierzehn Prozent. (Ich war so erstaunt Gber das Ausmass des
Vorzuges, den die Kinder dem Zahlen in Einerschritten gaben, dass ich manchmal Viert- und
Flinftklassler fragte, alle zweihundert Chips zu zahlen, um zu sehen, ob sie auf das Zahlen in Zehnerschritte

umstellen wirden. Sie zdhlten weiterhin in Einerschritten.)

Diese Aufgabe lasst erkennen, dass das Zahlen in Zehnerschritten Probleme im Herstellen von
Beziehungen zwischen Teil und Ganzen einbezieht.

Tabelle 2.8. zeigt, was passierte, wenn ich die Kinder bat, in Zehnerschritten zu zahlen.
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Niveau 1:
Das unterste Niveau der Antworten, oben auf der Tabelle, lautet "keine Idee, wie das geht". Es enthalt
eine breite Vielfalt von Verhalten, ausgehend von der Aussage "ich weiss nicht wie..." bis zum Zahlen

einzelner Chips mit der Zahlwortreihe "10, 20, 30" usw.

Niveau II:

Die zweite Kategorie ist bezeichnend, sie lautet "Bilden von Zehnerhaufen, ohne Erhaltung des Ganzen". Wenn
ich die Erstklassler bat, die Chips zu zehnt zu zdhlen, machten sie mit Leichtigkeit Zehnerhaufen. Sie taten es so,
wie sie es in der Klasse eingelibt hatten. Wie auch immer, diese Kinder fuhren nicht fort zu zdhlen, nachdem sie
die Zehnerhaufen gebildet hatten. Ich musste sie dann auch fragen, wie viele alle zusammen waren.
Diese Kinder zahlten die Haufen und antworteten "sieben". Ich rief aus: "Sieben Chips alle zusammen? - Ich
sehe mehr als sieben", meine Meinungsverschiedenheit betonend. Die Erstklassler zahlten daraufhin die

Chips in einem Haufen und sagten "zehn".

Erst spater kam mir der Gedanke, dass diese Kinder nicht simultan lGber die Haufen und die Chipsin den
Haufen nachdenken konnten. Weil sie nicht simultan Giber die Zehner und die Einer nachdenken konnten, fuhren
sie fort zu sagen, dass eher sieben (Haufen) oder zehn (Chips), aber niemals siebzig da waren, wenn ich sie
wiederholt fragte, wie viele Chips insgesamt auf dem Tisch ldgen. Diese Erstklassler konnten nur
herausfinden, dass es siebzig waren, indem sie in Einerschritten zahlten, genau so wie die Kinder in der

Untersuchung von Ross (1986), welche das Niveau Il erreicht hatten.

Niveau lll:

Keine Unterscheidung des Ganzen in seinen Teilen. Dieser Bereich war ebenso tberraschend. Die Kinder dieser
Kategorie zadhlten in Einerschritten. Sie zahlten zuerst zehn Chips heraus und liessen sie in eine Gruppe. Dann
zahlten sie die nachsten zehn Chips heraus und machten einen separaten Haufen. Aber dann sagten sie "zwanzig",
wenn sie den zweiten Haufen zum ersten hinzufigten. Dann zahlten sie einen andern Zehnerhaufen heraus; sie
trennten ihn raumlich vom Zwanzigerhaufen. Wenn sie den letzten Zehnerhaufen mit dem Zwanziger
zusammenschoben, sagten diese Kinder "dreissig". Sie flihrten diesen Prozess fort, bis sie alle Chips gezahlt

hatten.

Niveau IV:
"Zehnerhaufen bilden mit dem Begriff des Ganzen". Das ist dasselbe wie Ross' (1986) hochste

Entwicklungsstufe. Die Kinder in dieser Gruppe bildeten getrennte Zehnerhaufen. Danach zahlten sie die
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Haufen, um die ganze Zahl der Chips zu bestimmen. Im Gegensatz zu den Kindern auf dem Niveau Il bildeten

diejenigen von Niveau IV Zehnerhaufen mit der Absicht zuriickzugehen und die Chips in Zehnerschritten zu
zdhlen. Mit andern Worten: Die Kinder in Niveau IV konnten Uber beides simultan nachdenken, die Einer und die

Zehner.

Das ist ein Indiz dafir, dass diese Kinder ein System aus Zehnern konstruiert haben, das auf dem

Einersystem aufbaut.

Tabelle 2.8

Vier Niveau-Typen von Antworten zur Aufforderung, in Zehnerschritten zu zdhlen

Klasse 1 Klasse 2 Klasse 3 Klasse 4 Klasse 5
Niveau (n=21) (n=18) (h=21%) (n=22) (n=18)

| - Keine Idee, wie es geht 7 1

|| - Zehnerhaufen gebildet, aber
keinen Begriff des Ganzen 6 0

Il - Das Ganze wird nicht in seine
Teile aufgeteilt 8 10 4 14 4

IV - Zehnerhaufen und Begriff des
Ganzen gebildet 7 17 8 14

* Das Verhalten von 2 Kindern (10 %) konnte keiner der vier Kategorien zugeordnet werden.
Anmerkungen: Die Rangkorrelation zwischen Niveau und Schulstufen betrdgt nach Spearmans Rho

p=.53, p=.00, kritisches p £ .05 (nachgerechnet Stefan Meyer)

Das Niveau IIl wird verstandlich im Hinblick auf diesen Entwicklungsprozess. Kinder, welche

nur das Einersystem im Kopf haben, bilden zeitweise Zehnerhaufen, um dem Auftrag des

Interviewers nachzukommen. Aber sie teilen das Einersystem nicht in Zehnersegmente auf, weil sie noch nicht in
diesen Begriffen denken / operieren kdnnen.

Es wird ersichtlich in Tab. 2.8, dass das Zehnersystem (Niveau IV) das erste Mal in der 2. Klasse erscheint. Der
Anteil der Kinder in dieser Kategorie nimmt spater zu. (Der prozentuale Anteil nimmt in der 4. Klasse ab, aber
das ist ein Problem der kleinen Stichprobe.)

Obgleich diese Untersuchung nur 100 Kinder mit einbezog, so wird es durch die 60 Jahre dauernde Forschung von
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Piaget und seinen Mitarbeitern wiederholt belegt, dass die konkreten Operationen im Alter von 7 - 8 Jahren

(2. Klasse) in einer Vielzahl von kognitiven Aufgaben erscheinen. Die Konstruktion der Teil-Ganze-Relation
wurde in diesem Alter gefunden in der Klassifikation (Inhelder & Piaget, 1959/1964), in der
Langenmessung (Piaget, Inhelder & Szeminska, 1948/1960), bei einfachen Briichen (Piaget, Inhelder &
Szeminska, 1948/1960) und bei der Kommutativitat der Addition (Gréco, 1962).

Die vorangehenden Forschungsbefunde dienen nur als Hintergrund. Ich erklare nun, weshalb man mit der
Instruktion von Platzhaltern danebenliegt und weshalb es nicht wiinschenswert ist, den schriftlichen

Additionsalgorithmus in den ersten zwei Klassen zu lehren.
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Anmerkung durch den Ubersetzer

2005 wurde im Rahmen einer erweiterten, empirischen Replikationsstudie gepriift, ob sich das
Verstandnis des Zehnersystems und der darin verwendeten Symbole in den Stufen 2 bis 5 der
Regelklassen in dhnlichen Bahnen entwickelt, wie das Ross (1986, zit. nach Kamii, 1989) in Kalifornien
festgestellt hatte (vgl. Brugger & Sidler, 2005). Eine repradsentative Stichprobe von 80 Kindern aus der
Innerschweiz |6ste u.a. auch die Chips-Aufgabe.

Die Rangkorrelation zwischen den Antwortniveaus und den Schulstufen wurde mit dem Verfahren nach
Spearman berechnet. Es liegt ein monotoner Zusammenhang vor, wenn zwischen den Auspragungen der
steigenden Antwort- und Handlung- Niveaus und den ansteigenden Schulstufen ein positiver
Zusammenhang besteht. Die Rangkorrelation beschreibt die Enge des Zusammenhangs (vgl. Bortz, Lienert

& Boehnke, 2000).


https://www.tcpress.com/search?search_term=Kamii
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Tabelle N

Vier Niveau-Typen von Antworten zur Aufforderung, in Zehnerschritten zu zéhlen

Klasse 2 Klasse 3 Klasse 4 Klasse 5
Niveau (n=20) (n=20) (n=20) (n=20)

| - Keine Idee, wie es geht

Il - Zehnerhaufen gebildet, aber
keinen Begriff des Ganzen 5 1

Il - Das Ganze wird nicht in seine
Teile aufgeteilt 11 4 7 3

IV - Zehnerhaufen und Begriff des
Ganzen gebildet 4 16 12 17

Anmerkungen: Die Rangkorrelation zwischen den Niveaus und Schulstufen betragt nach Spearmans Rho

p=.43, p=.00, kritisches p < .05 (Brugger & Sidler, 2005; Brugger, Sidler & Meyer, 2007)

Wie Tabelle N zeigt, weist auch die innerschweizer Studie auf einen positiven, monotonen Zuammenhang
zwischen den Entwicklungsniveaus im Zahlen von Zehnerschritten und den Schulstufen vor. Aus der
Genfer und der innerschweizer Studie sollten keine «Entwicklungs- oder Stufengesetze» in Bezug auf die

Fahigkeiten, grosse Mengen in Zehnerschritten zu zdhlen, abgeleitet werden.

Methode und Material bestimmen Forschungsergebnisse

Klassifizierbare Losungs- und Antwortstrukturen in Bezug auf das vorgelegte Material geben Hinweise auf
die Art und Weise des Testens und der Erkenntnisinteressen. Arbeiten die Kinder wie bei Ross (1986) oder
Kamii (1989), so ergibt das klinische Hinweise auf das sogenannte strukturorientierte Verstandnis, bei dem
beobachtet werden kann, wie die Kinder Teilmengen blindeln, um die Gesamtmenge darzustellen und zu
erlautern. Das wird Blindelungsprinzip genannt. Die Notation der Zahlwdrter macht deutlich, wie sicher
das sogenannte Stellenwertprinzip gemeistert wird.

Wirde man den Kindern in Tests Zahlenfolgen, Perlenketten oder einen Zahlenstrahl vorlegen, so bekdme
man Einsichten in Strukturen des positionsorientierten VVerstandnisses von Mengen und Zahlbegriffen (vgl.
Freesemann, 2014, S. 92-111).

So oder so miissen Schiilerinnen und Schiler lernen, wie sie eine konkrete Menge von Gegenstanden

strukturieren und zahlen, bildlich und symbolisch und miindlich darstellen kénnen. Nach Duval (1993)
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besteht im Konvertieren der Darstellungsformen mit Hilfe von Darstellungsmitteln der eigentliche

Lernprozess.

Kamii (1989) und van der Walle (2016) formulieren als Grundsatz, dass die Entwicklung der Logik der
Zahlaktivitaten zentral ist fiir das Verstandnis des Blindelns, des Zahlwortgebrauchs sowie der Einsicht in
die schriftliche Darstellung der Zahlsymbole im dezimalen Stellenwertsystem. Das ldsst den Schluss zu,

dass dieses flexible Interview als klassische und bedeutsame Aufgabe gelten kann.

Die Forschung nach einem theoretischen Modell des Verstandnisses des Zehnersystems muss mehr-
dimensional sein (vgl. Ross, 1986). Gleichzeitig missen systemische Aspekte berlicksichtigt werden (vgl.

Weltgesundheitsorganisation, 2011).

Wechselwirkungen einschranken und ermoglichen

Wie angetdnt, fehlen all diesen Ergebnissen und Prinzipien entscheidende Faktoren: die
Wechselwirkungen zwischen dem Sozialen, dem Affektiven und dem Thema (vgl. Wygotski, 1986; Pichon-
Riviere, 2003; Imola, 2010). Die Integration der Ergebnisse in die Pddagogik will nicht aufgehen, weil die
theoretischen und die empirischen Grundlagen reduktionistisch sind. Gemass Duden bedeutet
Reduktionismus ,isolierte Betrachtung von Einzelelementen ohne ihre Verflechtung in einem Ganzen oder
von einem Ganzen als einfacher Summe aus Einzelteilen unter Uberbetonung der Einzelteile, von denen
aus generalisiert wird.” Beispiel einer idealistisch-illusiondren Fragestellung finden wir z.B. bei Gerster und
Schultz (2004, S. 94): ,Wir missen die Perspektive wechseln: Was versteht das Kind unter einer Zahl,
wenn diese fur das Kind noch keine Stellenwerte, sondern nur einen Gesamtwert hat?“ (Siehe dazu auch

Freudenthal’s (1977, S. 76) Diktum Uber das illusiondre System der Mathematikdidaktik.)

Die ethonomathematische Perspektive von Nunes, Carraher & Dias Schliemann (1993) zeigt
beispielsweise, dass es neben dem instruktionszentrierten und didaktistischen Paradigma Fragestellungen
und Methoden gibt, welche im sozialen Feld Themen der angewandten Mathematik ressourcenorientiert
erforschen. Das Stichwort lautet ,Street Mathematics”. Es geht um das Sachwissen und die
arithmetischen Kompetenzen von Strassenkindern und Strassenhandlern, welche keine Schulbildung
erhalten haben. Heilpddagogische Bildung ist gut aufgestellt, wenn sie konsequenter mit Methoden der
kritischen Padagogik, der Ethnomathematik und der Systemtheorie arbeitet (vgl. D’Ambrosio, 2002;
Freire, 1979; Smith, 1999; von Braunmiihl, 2006). Die flexiblen Interviews erweisen sich in diesem
ressourcen- und situationsorientierten Feld als Schliisselmethoden, wie das in vielen Aktionsforschungen

der HfH gezeigt werden konnte, so auch jlingst in der Masterarbeit von Joos Marti und Looser-Inauen
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(2017). Piaget (1967) umschrieb das Flexible Interview als ,méthode critique’ (kritische Methode). Sie hat

das Potenzial, Wechselwirkungen zu generieren und zu entwickeln.

Padagogisch-didaktische Implikationen

Das isolierte entwicklungspsychologische Modell als solches ist ein Artefakt jenseits sozialer und
padagogischer Situationen (vgl. Piaget, 1967; Freudenthal, 1977; Gigerenzer, 1981; Bronfenbrenner, 1993;
Imola, 2010; Jantzen, 1992).

Ein pragmatischer Losungsweg besteht darin, dass zu den Themen und Lernformen konsequent
systemisch-didaktische Analysen gemacht werden. Aktionsforschung Gberprift deren Wirkung (vgl. Klafki,
1996; Interkantonale Hochschule fiir Heilpadagogik, 2016). Darin spielt das flexible Interview sowohl eine
diagnostische als auch eine prozessbegleitende Rolle.

Die Studien sowie Aktionsforschungen an der HfH verweisen auf zwei Tatsachen. Eine stattliche Zahl von
Kindern aus Regelklassen haben bis in die vierte und flinfte Schulstufe Probleme mit dem Verstandnis des
dezimalen Stellenwertsystems. Zudem haben Kinder und Jugendliche mit Lernbeeintrachtigungen auch

noch auf der Oberstufe Probleme damit, wahrend begabte Kinder 3-4 Jahre Vorsprung haben (vgl. Moser

Opitz, 2007; Ruflin, 2008; Schreiner, 2016).

Abbildung 2: Leslie Baker Housman (2000)

Abbildung 2 stellt eine Szene aus dem Video «First Graders Dividing 62 by 5: A Teacher Uses Piaget’s

Theory» dar. Die Lehrperson zeigt, dass es schon in traditionellen Lehrformen moglich ist, Kinder liber
offene und indirekte Fragen zu ermutigen, ihr Denken selbst bei anspruchsvollen Erstklassaufgaben auf die
Probe zu stellen. Die Beispiele basieren auf den Entwicklungsprojekten von Kamii (1985, 1994, 2004). Sie
hatte mehrmals mit Piaget und seinen Mitarbeiterinnen zusammengearbeitet und kann als Pionierin der
Unterrichtsentwicklung im Sinn der Genfer Schule bezeichnet werden.

Schuler (2004) berichtete in ,,Neue Erfahrungen mit dem Zehneriibergang“ Gber ein
mathematikdidaktisches Unterrichtsprojekt. Darin wurde der Frage nachgegangen, ob Kinder mit
deutlichen Lerneinschrankungen den Zehneriibergang auf eigenen Wegen entdecken und lernen kénnen.

Verschiedene Fallbeschreibungen aus zwei Einflihrungsklassen gaben Einblick, wie die Kinder ausgehend
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von ihren eigenen Losungswegen (singulare Phase) in die Auseinandersetzung mit Klassenkameraden und

—Kameradinnen begleitet worden waren (divergierende Phase). Dabei lernten sie, Phasen der
Unsicherheit und Verwirrung zu Gberwinden. Allmahlich kam es zu differenzierteren Losungswegen und
Rechenstrategien. Partnerarbeiten und regelmassig durchgefiihrte Kreisgesprache garantierten Klarungen
offener Fragen und Divergenzen. Der Bericht weist darauf hin, dass es durchaus Methoden gibt, um

Schilerinnen und Schiilern ein solideres Verstandnis zu ermoglichen.

Ausblick

Die Erorterung der Chips-Aufgabe (vgl. Kamii, 1989) ist wie ein Steinwurf ins Wasser. In den letzten 15
Jahren wurden die flexiblen Interviews an der HfH stetig weiter entwickelt und erforscht. Bewahrt haben
sich Ensembles von flexiblen Interviews, in denen Kindern und Jugendlichen die Gelegenheit gegeben
wird, das Verstandnis von Mengen und Zahlen mittels der Lieblingsspielzeuge oder z.B. des Geldes oder
anderer Sachthemen (Arithmetik, Geometrie) darzustellen. Kinder und Jugendliche stellen ihre
Kompetenzen gern an sach- und lebensweltorientierter Mathematik auf die Probe. Die Wechselwirkungen
in diesen Interviews sind auch fiir die Lehrpersonen entscheidende Bausteine der Entwicklung der
padagogischen Kompetenzen.

Kombiniert man Methoden wie das flexible Interview, das Freispiel (vgl. Bodrova, 2008; Bodrova & Leong,
2015) und die kognitive Akzeleration (vgl. Adey, 2008) dynamisch miteinander, wie das Schreiner (2016) in
ihrer Aktionsforschung erprobt hat, so erfreut man sich der Kompetenzen in den Lésungswegen,
Denkstrukturen, Beziehungen und Affekten. Erstklassler hatten eigene Projekte frei ausgewahlt. Einer
sparte Tausendernoten, weil er einst ein Haus fiir 1 Mio. Franken kaufen mdchte. Ein Madchen erlauterte
auf einem Plakat, wie der elektronische Zahlungsverkehr mit Debitkarten funktioniert. Sie war es auch,
welche in ihrer Bank den Schuldzins einfiihrte, weil sie Geld verdienen wollte wie ihre Kameradinnen,
welche Dorfladen unterhielten. Ein Mdadchen mit einer Lernbehinderung arbeitete in der Parfiimerie. Die
Preise wurden realistisch angeschrieben (Fr. 69.95). Es lernte in dieser Zeit weit mehr als das mit gdngigen
Fordermitteln erwartet werden kann. In den Denkschulungen entdeckten die Kinder Sachverhalte und
Strukturen, welche die Thematik der Chips-Aufgabe (iberschreiten. Sie erforschten den Wert von Geld mit
Minzen wie Einfranklern, Zweifranklern, Flinflibern oder 5Rp., 10Rp., 20Rp. oder 50Rp. und natirlich mit
den Banknoten. Sie entdeckten und lGbten die Strukturen der Darstellungsmittel (Symbole und
Reprasentanten) implizit und explizit (vgl. Oerter, 2012). Im Freispiel integrierten sich die Lehrpersonen
mal in der Rolle der Bankfachfrau, der Einkauferin oder Begleiterin eines Kindes (vgl. Bodrova, 2008;
Bodrova & Leong, 2015) und natdrlich als Aktionsforschende.

Die Chips-Aufgabe erweist sich als bedeutsame und hdchst adaptive Vorlage in der Entwicklungsforschung

und der Padagogik.
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